1 Geometria analityczna

1.1 Geometria analityczna na ptaszczyznie

Wspoélrzedne. Potlozenie dowolnego punktu P na plaszczyznie mozna okresli¢ za pomoca
pewnego uktadu wspotrzednych. Liczby okresdlajace potozenie punktu nazywamy wspotrzednyms
tego punktu. Najczesciej uzywane sg : kartezjanski uktad wspolrzednych prostokgtnych i ukiad
wspotrzednych biegunowych.

Kartezjanskr uktad wspotrzednych prostokgtnych powstaje w sposob nastepujacy: Przez dowol-
nie obrany punkt O zwany poczgtkiem uktadu wspétrzednych prowadzi si¢ pozioma o§ Oz (0s
odcietych) skierowang zazwyczaj w prawo oraz prostopadta do niej o$ pionowa Oy (0§ rzed-
nych) skierowana zazwyczaj w gére. Osie Oz 1 Oy nazywamy osiami wspotrzednych. Dla obu
osi wspohrzednych obiera sie jednostke miary dtugosci (na ogédt dla obu osi taka sama).
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Uktad kartezjanski

Chcac wyznaczy¢ punkt P w uktadzie Ozy znajdujemy rzut P, punktu P na os Oz oraz
rzut P, punktu P na o$ Oy. Odcietq x punktu P nazywamy dtugo$¢ odcinka OP, opatrzong
znakiem + lub - zaleznie od tego, czy punkt P, lezy na dodatniej czy ujemnej czedci osi Ox, a
rzedng punktu P nazywamy dlugos$¢ odcinka O P, opatrzong znakiem + lub - zaleznie od tego,
czy punkt P, lezy na dodatniej czy ujemnej czesci osi Oy. Liczby x i y nazywamy wspdirzednyma
kartezjanskimi punktu P.

Uktad wspotrzednych biegunowych powstaje w sposéb nastepujacy: Obieramy na ptaszczyznie
dowolny punkt O zwany biequnem i kreslimy potprosta Ox skierowang zazwyczaj w prawo,
tzw. os biegunowgq, a nastepnie obieramy jednostke miary dtugosci. Aby wyznaczy¢ potozenie
punktu P we wspotrzednych biegunowych podajemy dlugosé p odcinka OP oraz kat ¢, ktorego
ramieniem poczatkowym jest potprosta Oz, a ramieniem koncowym jest potprosta OP, przy
czym kat ¢ podajemy w mierze tukowej (w radianach).

P(p.¢)

Uktad biegunowy

Transformacje wspoétrzednych



Przesuniecie réwnolegte osi ukladu wzdtuz osi odcietych o a lub wzdtuz osi rzednych o
b. Oznaczmy wspoélrzedne wyjsciowe przed przesunieciem przez x i y i po przesunieciu przez '
iy (poczatek nowego uktadu wspdtrzednych 0' ma stare wspétrzedne (a, b)), wtedy
r=1+a, y=y +b oraz ¥ =x—a, y=y—0>

Obrét ukladu wspoétrzednych o kat a. Wspodlrzedne transformuja sie nastepujaco:

x =2 cosa —y sina, y=2a'sina+y cosa,

¥’ =xcosa+ ysina, Yy = —xsina + ycos a.

Wzorom powyzszym odpowiadaja rownania macierzowe

D:<Cosa —sinoz) . <x>:D<x'> b <x1>:D—1<x>
sina cosa Y Yy’ Yy Y

Macierz D nazywa si¢ macierzqg obrotu.

Przejscie od wspoétrzednych prostokatnych do biegunowych i na odwrét. Nastepu-
jace wzory opisujg transformacje wspotrzednych w przypadku, gdy poczatek obu uktadéw jest
tym samym punktem oraz gdy osie odcietych i biegunowa pokrywaja sie:

r=peosd,  y=psing(—n<$<mp>0)

PN

b= arctg ? +mdlax <0
N arctgZ dla z >0

s

Dla x = 0 oraz y > 0 wartos¢ ¢ jest rowna 7, a dla x = y = 0 wartos¢ ¢ jest rowna —7.

Odlegtosé miedzy dwoma punktami. We wspotrzednych kartezjanskich odlegto$é miedzy
punktami punktami P;(z1,y1) i Pa(xe,ys) wyraza sie wzorem:

d= \/(Iz —21)* + (2 — 1)

Jesli dane sa wspotrzedne biegunowe punktéw Pi(p1, ¢1) 1 Pa(p2, ¢2), to odlegtosé miedzy nimi
jest réwna:

d= \/p% + p3 — 2p1p2 cos(¢p2 — é1)

Podzial odcinka w ustalonym stosunku. Wspolrzedne punktu P dzielacego odcinek P P,

w stosunku % = ' = )\ wyznaczamy za pomocg WzZorow:
T+ An Y1t Ay
1+ X YT

Dla A = 1 otrzymujemy wzory na srodek odcinka:

:2714-552 :?/1+y2
2 y 2




Pole tréjkata o znanych wierzchotkach. Dane sa punkty Py (z1, 1), Pa(z2,y2) 1 Ps(x3,ys3).
Pole trojkata o wierzchotkach w tych punktach wyraza si¢ wzorem:

1 1 U ]-

S=—-|x2 yo 1
2

r3 yz 1

Jesli pole trojkata rozpietego na tych trzech punktach jest rowne 0 to te trzy punkty leza na
jednej prostej.

Prosta

Roéwnanie ogélne prostej. Réwnanie ogblne prostej ma postac:
Ar+ By+C =0

Dla A = 0 prosta jest rownolegta do osi Ox, dla B = 0 jest réwnoleglta do osi Oy, dla C' = 0
prosta przechodzi przez poczatek ukladu wspoétrzednych. Wektor [A, B| nazywany jest wek-
torem normalnym prostej i jest do tej prostej prostopadly. Wektor [B,—A] jest wektorem
prostopadlym do wektora [A, B] a zatem jet wektorem normalnym prostej prostopadtej do pro-
stej Az + By + C = 0. Kazda prosta postaci Bx — Ay + m = 0 jest prostopadta do prostej
Ax + By + C = 0 przy dowolnej wartosci m. Warunek réwnolegtosci prostych zadanych w
postaci ogélnej réwnaniami A,z + b1y + ¢ = 0 oraz Asx = Boy + ¢o = 0 ma postac:

|A1 Bl -0

AQ B2

za$ warunek prostopadtosci ma postaé¢ Ayj Ay + B1By = 0 Odlegto$¢ d punktu M (xy,y;) od
prostej o rownaniu Ax + By + C' = 0 wyraza sie wzorem:

d
VB

Roéwnanie kierunkowe prostej. Kazda prosta, ktéra nie jest réwnolegta do osi Oy, moze
by¢ opisana rownaniem postaci
y=kx+b

Liczbe k nazywamy wspéiczynnikiem kierunkowym prostej. Jest on réwny tangensowi kata
zawartego miedzy osiag Oz a ta prosta. Na osi Oy prosta odcina odcinek dlugosci b. Prosta
prostopadta do prostej y = kx + b ma wspotezynnik kierunkowy —%.

Réwnanie prostej przechodzacej przez dany punkt. Roéwnanie prostej przechodzacej
przez dany punkt P(xy, ;) i nachylonej do osi Ox pod danym katem « ma postaé

y—uy = k(z—x1) gdzie k =tga

Roéwnanie prostej przechodzacej przez dwa punkty. Dane sa dwa punkty Pj(xy,y1) i
Py(z5,y2). Réwnanie prostej, do ktérej te punkty naleza, ma postaé

Y2
Ty — 1

Y=y (x —21)
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Réwnanie odcinkowe prostej. Jesli dana prosta odcina na osiach Ox i Oy odcinki o dtu-
gosciach odpowiednio a i b, to przy uwzglednieniu znakéw rownanie tej prostej ma postac:

r oy
I |
a+b

Réwnanie prostej w postaci normalnej (postaé Hessego). Niech p bedzie odlegtoscia
prostej od poczatku uktadu wspotrzednych, a - katem zawartym miedzy osig Ox i normalng do
tej prostej, wtedy p > 010 < a < 27. Nastepujace rownanie nazywamy réwnaniem normalnym
tej prostej:

rcosa+ysina —p =10

Roéwnanie prostej w postaci normalnej mozemy otrzymac z rownania w postaci ogélnej w wyniku
przemnozenie przez czynnik normujgcy

1
SRR —
K 1//12_}_32

Zmak p nalezy okresli¢ przeciwnie do znaku C'. Gdy C' = 0 oba znaki wyrazenia sa poprawne.

Roéwnanie prostej w postaci biegunowej. Niech p bedzie odlegtoscig prostej od poczatku
uktadu wspoétrzednych, a katem zawartym miedzy osig biegunows i normalng do tej prostej.
Roéwnanie tej prostej w postaci biegunowej przyjmuje postac:

_ p
P= cos(¢p — a)

Kat miedzy dwoma prostymi. Niech dwie nieprostopadle proste Ly i Ly (rozwazane w te]
kolejnosci) beda dane réwnaniami:

Yy =a1x + by
Y = asx + by
Wtedy wzor:
a9 — A
tgp = ——
g¢ 1 + ajay

okresla tangens kata miedzy prostymi L, i Ls. Oznacza to, ze prosta L; obrocona o kat ¢
wzgledem punktu wspélnego pokryje si¢ z prosta L.

Pek prostych  Zbior prostych przechodzacych przez ustalony punkt A(zy,y1) (zwany wierz-
cholkiem) jest opisany réwnoscia:

y—1y =k(x —x) gdzie k € R

Krzywe algebraiczne i ich stopien Roéwnanie postaci:
Az +By+C=0

gdzie co najmniej jedna z liczb A i B jest rozna od 0 jest rownaniem algebraicznym pierwszego stopnia
(dwoch zmiennych x i y). Reprezentuje ono zawsze lini¢ prosta. Réwnanie algebraiczne drugiego stopnia
jest dowolnym réwnaniem postaci:

Ar* + Bay +Cy* + De+ Ey+ F =0

gdzie co najmniej jedna z liczb A, B lub C jest rézna od 0. Kazde réwnanie rownowazne
powyzszemu jest takze nazywane algebraicznym.
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Okrag Okrag o promieniu R o srodku w poczatku uktadu wspotrzednych jest dany réwna-
niem:

2242 = R?
Roéwnanie to stwierdza, ze kwadrat odlegtosci od srodka okregu do dowolnego jego punktu jest
réwny kwadratowi promienia tego okregu. Okrag o promieniu R ze $rodkiem w punkcie C(a, b)
jest opisany rownaniem:

(x—a)*+(y—b)* =R

Roéwnanie powyzsze moze by¢ napisane w postaci:
2? +y® —2ar —2by +a* + b — R*=0

Ogoélne réwnanie drugiego stopnia Ax? 4+ 2Bxy + Cy? + 2Dz + 2Ey + F = 0 przedstawia okrag
wtedy i tylko wtedy, gdy B = 0, A = C' i D? + ¢* — AF > 0. Wéwezas réwnanie to mozna
napisa¢ w postaci:

22+ +2ma+ 2y +q=0

gdzie m? +n? — g > 0. Wtedy promien R = /m? + n? — ¢, a $rodkiem okregu jest punkt
C(—m,—n). Gdy ¢ = m? + n?, réwnanie wyznacza tylko jeden punkt C(—m, —n). Gdy q >
m? + n?, to réwnania nie spelnia zaden punkt o wspétrzednych rzeczywistych.

Elipsa. Roéwnanie kanoniczne elipsy (0§ wielka elipsy lezy na osi Oz, 0§ mata na osi Oy) jest

postaci:
2 2
x
RNV A 1, a>b

=3
]

If -2a —

Elementy elipsy.

0s$ wielka AB = 2a; o$ mata CD = 2b; wierzchotki A, B,C', D; érodek O; ogniska F; i F5
- punkty lezace po obu stronach $rodka w odlegltosci ¢ = va? — b?; mimosréd e = £ < 1;
parametr ogniskowy p = % (potowa cieciwy przechodzacej przez jedno z ognisk prostopadle do
osi wielkiej).

Hiperbola. Réwnanie kanoniczne hiperboli (0§ rzeczywista hiperboli lezy na osi Oz) jest
postaci:



——— —— ) ———— — —

Elementy hiperboli.

Os$ rzeczywista AB = 2a; wierzchotki A, B; érodek O; ogniska F} i Fy - punkty lezace na osi
rzeczywistej po obu stronach srodka w odleglosci ¢ > a od niego; o$ urojona C'D = 2b, gdzie
b = v/ — a?; parametr ogniskowy p = b (potowa cieciwy przechodzacej przez jedno z ognisk

a

prostopadle do osi rzeczzywistej); mimosrod e = £ > 1.

1.2 Geometria analityczna w przestrzeni

2 Geometria rozniczkowa



